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SEGUNDO CUATRIMESTRE 2007

Practica 2 - Curvas en el espacio: el Triedro de Frenet

1. Probar que bajo cualquiera de las condiciones siguientes la curva en cuestién
es una recta:

a) Todas las tangentes a la curva pasan por un punto fijo.
b) Todas las tangentes a la curva son paralelas a una recta dada.

2. Sea a : I — R? una curva diferenciable, y [a, b] C I un subintervalo cerrado de
I. Para cada particién P = {a =ty < t;... < t, = b} de [a,b], consideremos
la suma

(o, P) = Z la(t;) — altiy)].

Recordar que |P| = méx (¢; —t;—1) es la norma de la particién P.
P

=1,...

Probar que para todo € > 0 existe § > 0 tal que si |P| < §, entonces

(/ab o' ()] dt — I, P)] <e

3. Hallar el vector tangente unitario a la curva en R? definida por

<F1<SC,y, Z) = 0) n (F2(x7y72) = O)

4. Dada una curva o : I — R? parametrizada por longitud de arco, de-
notemos con t(s) al vector tangente unitario a a(s). Como en el espacio no
hay manera de elegir de manera natural un vector ortogonal a t, definimos la
curvatura de a como el escalar positivo

k(s) = [t'(s)],

y el vector normal a a(s) como

Observar que

t'(s) = k(s)n(s).
Definimos asimismo el vector b o binormal como el inico vector unitario tal
que {t,n, b} es una base ortonormal orientada positivamente de R3, es decir,

b(s) = t(s) x n(s).



a) Probar que b’(s) es multiplo de n(s) para todo s € I.

b) De acuerdo al item anterior, podemos escribir
b'(s) = —7(s)n(s).
7 se denomina la torsién de «. Mostrar que

_ <ad(s) xa'(s),a"(s) >

= )

5. Verificar que las férmulas de Frenet

t = Kn

n = —xt +7b

b’ = —Tn
pueden escribirse como

t' = Rxt

n = Rxn

b = Rxb

donde R es la curva definida por R = 7t + kb.

Observacién: La interpretacion fisica de este ejercicio es la siguiente: Cuando
un cuerpo rigido (un trompo o una piedra, por ejemplo) gira alrededor de un
punto existe un “eje instantaneo de rotacion” que es el lugar de los puntos que
estan fijos es ese instante (velocidad nula). Si pensamos en el triedro de Frenet

fijo al cuerpo rigido, el eje instantaneo esta dado por R.

6. Sea a: I — R3 una curva (no necesariamente parametrizada por la longitud de
arco) y sea (3 : J — R? una reparametrizacién de o(I) por la longitud de arco
s = s(t) medido desde ty € I. Sea t = t(s) la funcién inversa de s y denotemos

3

dao _ 1 d*a o d3a _
at — Y gz =Y gz =@
a) Probar que & = 1. £t <olal>
q ds — || Y iz = |a/|4
/ 1"
b) Probar que la curvatura de « en t es k(t) = ‘ﬁ;% |

Sugerencia: utilize la regla de la cadena y tome | |2
<al><al/ alll>

¢) Probar que la torsién de o en ¢ es 7(t) = <5755

7. Hallar la curvatura y torsién de las siguientes curvas en R3.

a) x =u, y=u? z=u



b) v =u, y =1, Z:#. Notar que 7 = 0.
&) v = f(x), == gl)

d) x =a(u —sin(u)), y = a(u — cos(u)), z = bu.
e) z=a(Bu—u?), y=3au?, z=a(3u+u?).

8. Una traslacién por un vector v € R? es la aplicacién A : R® — R?® dada por
A(p) = p + v. Una aplicacién lineal p : R® — R3 es una transformacién
ortogonal si < p(u), p(v) >=< u,v > Yu,v € R®. Un movimiento rigido
en R3 es la composicién de una traslacién seguida por una transformacién
ortogonal con determinante positivo (esto ultimo para preservar la orientacion

de R?).

a) Mostrar que la norma de un vector y el angulo 6 entre dos vectores (0 <
0 < 7) son preservados por transformaciones ortogonales de determinante
positivo.

b) Mostrar que el producto vectorial de dos vectores es covariante (es de-
cir, T'(u) x T'(v) = T'(u x v)) para transformaciones ortogonales con de-
terminante positivo. Qué ocurre con las transformaciones ortogonales de
determinante negativo?

¢) Probar que la longitud de arco, la curvatura y la torsién de una curva son
invariantes por transformaciones rigidas.

9. Una curva « : I — R3 es llamada hélice si las tangentes de o forman un
angulo constante con alguna direccién fija.

a) Asumiendo que 7(s) # 0 Vs € I, probar que las siguientes condiciones
son equivalentes:
i) a es una hélice.
ii) £ es constante.
iii) Las rectas que contienen a n(s) y pasan por a(s) son paralelas a un
plano fijo.
iv) Las rectas que contienen a b(s) y pasan por a(s) tienen un éngulo
constante con una direccion fija.

b) Probar que la curva

a(s) = (a cos(g), asin(z), bg)

con s € Ry a,b, c constantes tales que ¢ = a? + b? es una hélice parame-

b

trizada por longitud de arco con = = 2.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

Probar que si la cibica = at, y = bt?, z = t3 satisface la condicién 2b* = 3a,
entonces es una hélice trazada sobre un cilindro de generatrices paralelas al
plano zz y que forman un angulo de I con el eje z. Hallar la ecuacion del

1
cilindro.

Dada una curva a en R? parametrizada por longitud de arco, se considera la
curva (3 obtenida al trasladar los vectores tangentes unitarios de « al origen.
La curva (3 es una curva en la esfera unitaria S? y es llamada la indicatriz
esférica de «.

a) Probar que kg = 2.
b) Hallar la indicatriz de una recta, una hélice circular y una curva plana.

: d
¢) Verificar que en el caso de una curva plana vale dz—" = %na donde @ es el
angulo entre un eje fijo y . Por lo tanto, para una curva plana, se tiene

_a
Cds’

Ka

Probar que la indicatriz esférica de una curva es una circunferencia si y sélo si
la curva es una hélice.

Probar que la curva dada por
r = asin®(u), y = asin(u) cos(u), z = acos(u)

estd sobre una esfera y que todos los planos normales pasan por el origen.
Probar que la curva es una cuéartica.

Sea o una curva en R? tal que 7(s) # 0y «/(s) # 0 para todo s € I C R.
Probar que «a estd contenida en una esfera si y sélo si

RQ 4 (R/)2T2 — A

con R=21 T =1y A alguna constante.

K’ T

Sea o : R — R? una curva parametrizada por longitud de arco. Considere un
intervalo [a,b] CR y a(a) =py a(b) = q.

a) Mostrar que, para todo vector unitario v, vale

(q—p)-v= /abo/(t) -wvdt < /ab|o/(t)|dt.



16.

17.

18.

b) Tomar v = ﬁ y mostrar que

a(t) -~ a(@) < [ (ol

y por lo tanto la curva con menor longitud de arco que une los puntos
a(a) con «(b) es la linea recta.

Sea a : R — R? una curva parametrizada por longitud de arco, con curvatura
y torsiéon nunca nulas. Sea P un plano que satisface las siguientes condiciones:
a) P contiene la recta tangente en s.
b) Para todo entorno I C R de s, existen puntos de (/) a ambos lados de

P.

Probar que P es el plano osculador de « en sq.

Probar que bajo cualquiera de las siguientes condiciones, la curva en cuestién
es plana:

a) Todos los planos osculadores en los distintos puntos de la curva pasan por
un punto fijo.

b) Todos los planos osculadores son paralelos a un plano dado.

Sea a : I — R? una curva regular (no necesariamente parametrizada por
longitud de arco) con k(t) # 0y 7(t) # 0 para todo ¢t € I. Diremos que la
curva « es una curva de Bertrand si existe una curva 3 : I — R? tal que
las rectas normales de o y § para t € I son iguales. En este caso [ es la
companera de Bertrand de a y se puede escribir

B(t) = a(t) +rn(t).
Probar que:

a) En la expresién anterior, r es constante.

b) « es una curva de Bertrand si y sélo si existe una relacién lineal
Ak(t)+ Br(t) =1Vtel

con Ay B constantes no nulas y k y 7 la curvatura y torsion de a.

¢) Si « tiene mas de una companera de Bertrand, entonces tiene infinitas.
Esto ocurre si y solo si a0 es una hélice circular.



